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      Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XIV-a, Baia Mare, 16 noiembrie 2019 

CLASA a IX-a 

 

 

 

Subiectul 1.  

                    Arătaţi că dacă 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 și 𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥 ≤ 1, atunci:  

(1 + 𝑥2)(1 + 𝑦2)

2 + 𝑥2+𝑦2
+

(1 + 𝑦2)(1 + 𝑧2)

2 + 𝑦2+𝑧2
+

(1 + 𝑧2)(1 + 𝑥2)

2 + 𝑧2+𝑥2
≥

3 + 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥

2
. 

 

Subiectul 2.  

 

Determinaţi 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ astfel încât  

√9𝑎 − 6𝑏 + 2√3𝑏 − 5𝑎 + 3 + 3√2𝑎 − 𝑏 + 1 = 8. 

 

 

             Subiectul 3.  

 

Fie 𝐴𝐵𝐶D un patrulater şi punctele M, N, P, Q astfel încât  2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = −𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 2𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =  −𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,  

2𝑃𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =  −𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ şi 2𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑄𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. Arătaţi că  

 𝑀𝑃 + 𝑄𝑁 ≤
1

3
(𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 2𝐶𝐷 + 2𝐴𝐷).  

 

Subiectul 4. 

  Fie  ABC un triunghi şi punctele P,  Q pe laturile AB, respectiv AC, astfel încât  

  
𝑃𝐵

𝑃𝐴
=

𝐴𝐶

𝐵𝐶
,
𝑄𝐶

𝑄𝐴
=

𝐴𝐵

𝐵𝐶
.  Ştiind că centrul cercului înscris în triunghiul ABC aparţine lui PQ, arătaţi că  

triunghiul ABC este dreptunghic. 

 

 

 

 

 

            Notă:  

 

           1) Timp de lucru 3 h. 

           2) Fiecare subiect se notează cu  puncte de la 0 la 7. 
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      Concursul “PRIN LABIRINTUL MATEMATICII” 

ediţia a XIV-a, Baia Mare, 16 noiembrie 2019 

BAREM DE CORECTARE  CLASA A IX-A 

 

 

 

Subiectul 1.  

                    Arătaţi că dacă 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 și 𝑥𝑦, 𝑦𝑧, 𝑧𝑥 ≤ 1, atunci:  

(1 + 𝑥2)(1 + 𝑦2)

2 + 𝑥2+𝑦2
+

(1 + 𝑦2)(1 + 𝑧2)

2 + 𝑦2+𝑧2
+

(1 + 𝑧2)(1 + 𝑥2)

2 + 𝑧2+𝑥2
≥

3 + 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥

2
 

 

Soluţie: 

(1 + 𝑥2)(1 + 𝑦2)

2 + 𝑥2+𝑦2
≥

1 + 𝑥𝑦

2
 ⟺ 2 + 2𝑥2+2𝑦2 + 2𝑥2𝑦2 ≥ 2 + 𝑥2+𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥𝑦(𝑥2+𝑦2) ⟺ 

(𝑥2+𝑦2)(1 − 𝑥𝑦) ≥ 2𝑥𝑦(1 − 𝑥𝑦), inegalitate care este adevărată deoarece  𝑥2+𝑦2 ≥ 2𝑥𝑦  şi 

1 − 𝑥𝑦 ≥ 0……………………………………………………………………………………..…4p 

 Însumând cele trei inegalităţi analoage, obţinem inegalitatea cerută…………………………….3p 

 

Subiectul 2.  

 

Determinaţi  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ astfel încât  

√9𝑎 − 6𝑏 + 2√3𝑏 − 5𝑎 + 3 + 3√2𝑎 − 𝑏 + 1 = 8. 

Soluţie: 

 

Notăm 𝑥 = √9𝑎 − 6𝑏, 𝑦 = √3𝑏 − 5𝑎 + 3, 𝑧 = √2𝑎 − 𝑏 + 1……………………………….2p 

Atunci 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 8, 𝑎 = 6 − 𝑥2 − 2𝑦2, 𝑏 =
1

3
(27 − 9𝑦2 − 5𝑥2)…………………..…2p 

Din ultima relaţie avem 𝑥2 + 3𝑦2 + 3𝑧2 = 12 şi înlocuind 𝑥 = 8 − 2𝑦 − 3𝑧 obţinem  

7𝑦2 + 4𝑦(3𝑧 − 8) + 12𝑧2 − 48𝑧 + 52 = 0. …………………………………………….…2p 

Deoarece 𝑦 ∈ ℝ şi ∆= −48(2𝑧 − 3)2 obţinem 𝑥 =
3

2
, 𝑦 = 1, 𝑧 =

3

2
, 𝑎 =  

7

4
, 𝑏 =  

9

4
 ………..1p 

 

             Subiectul 3.  

 

Fie 𝐴𝐵𝐶D un patrulater şi punctele M, N, P, Q astfel încât  2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = −𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  , 2𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =  −𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,  

2𝑃𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =  −𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ şi 2𝑄𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑄𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. Arătaţi că 

𝑀𝑃 + 𝑄𝑁 ≤
1

3
(𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 2𝐶𝐷 + 2𝐴𝐷).  

 

Soluţie: 

Deoarece P împarte segmentul orientat 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ în raportul 𝑘 = −2, rezultă  că 𝑀𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +2𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

3
 

= 
1

3
(𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

1

3
( 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)………………………………………2p 

Analog 𝑄𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
𝑄𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +2𝑄𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

3
= 

1

3
( 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)………………………………………………….2p 
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 Obţinem  

𝑀𝑃 + 𝑄𝑁 = |𝑀𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  | + |𝑄𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | ≤
1

3
(|𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| + |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗|) ≤

1

3
(𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 2𝐶𝐷 + 2𝐴𝐷)…3p 

 

Subiectul 4. 

  Fie  ABC un triunghi şi punctele P,  Q pe laturile AB, respectiv AC, astfel încât  

       
𝑃𝐵

𝑃𝐴
=

𝐴𝐶

𝐵𝐶
,
𝑄𝐶

𝑄𝐴
=

𝐴𝐵

𝐵𝐶
.  Ştiind că centrul cercului înscris în triunghiul ABC aparţine lui PQ, arătaţi că 

       triunghiul ABC este dreptunghic. 

 

Soluţie:  

 Din  
𝑃𝐵

𝑃𝐴
=

𝑏

𝑎
⇒ 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝑎

𝑎+𝑏
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗şi analog 𝐴𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

𝑎

𝑎+𝑐
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗…………………………………….……..2p 

Pe de altă parte 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
𝑏𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑐𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑎+𝑏+𝑐
, …………………………………………………………………1p 

deci 𝐼𝑃⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
𝑎2+𝑎𝑐−𝑏2

(𝑎+𝑏)(𝑎+𝑏+𝑐)
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ −

𝑐

𝑎+𝑏+𝑐
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Cum  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −
𝑎

𝑎+𝑏
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

𝑎

𝑎+𝑐
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,………………………………………………….3p 

 iar 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐼𝑃⃗⃗⃗⃗  sunt vectori coliniari, rezultă că 

𝑎2+𝑎𝑐−𝑏2

(𝑎+𝑏)(𝑎+𝑏+𝑐)

−
𝑎

𝑎+𝑏

=
−

𝑐

𝑎+𝑏+𝑐
𝑎

𝑎+𝑐

 de unde 𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2, ceea ce 

trebuia demonstrat……………………………………………………………………………………….1p 


